Proponowane Rozwigzania

Zadanie 1. Oblicz granice

. 2cos(z) + 2z tan(x) —e™* — e
lim
z—0 x4 cos(x)

Rozwigzanie: Bedziemy rozwijaé¢ poszczegélne funkcje w ich wielomiany
Taylora z resztg Peano. Oczywiscie pojawia sie pytanie do ktérego wyrazu
nalezy rozwijaé. W tym zadaniu przez zapis f(z) ~ g(x) bedziemy rozumieli

lim, 0 % = 1, natomiast przez o(z") bedziemy oznaczaé takie funkcje f,
dla ktérych lim,, . fgg‘f) = 0. Zauwazmy, ze mianownik jest rzedu z* (istotnie

mamy cos(z) ~ 1 — ’"2—2 + o(2?)), wiec wydaje sie rozsadne rozwijaé licznik do
o(x*). Odpowiednie rozwinigecia to:

2 4
cos(xz) ~1— % + % + o(z*)
2, @ 4
ztan(z) ~ % + 3 + o(z™)
4
("4 e ) ~2+ 2%+ 916—2 + o(z)
Zatem:

2cos(z) + 2z tan(x) — (e* + e %) N 2—a%+ 1{—; +22% + % —2—x%— % + o(z?)

x4 cos(x) xt + o(z?)
Wyrazenie po prawej stronie upraszcza sie do

o(z?)
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W zwigzku z czym szukana granica to

win



Zadanie 2. Znalezé liczby p,q € Z dla ktorych

D | 1

[sin(2) + cos(2) — £| <
in(= —)— —
Sty eos 1000

5)

Rozwigzanie: Przypomnijmy rozwiniecia funkcji sin, cos w wielomiany Tay-
lora ( w punkcie 0 ) z resztg Lagrange’a.

3 2% —sin(&,)
s1n(x)*x7§+g Gl 6
2?2zt —sin(() s
cos(z) =1 o + ol =

gdzie (przyjmijmy x € (0, 2] bo i tak nas punkt T = 2 interesuje ) &,,(, €
[0, z]. Zauwazmy, ze dla &,,(, € [0,2] C [0, 3] mamy:

‘—Sln(Cx)x5|§ L :L.igil
5! 5125 120 32 — 3000

podobnie:
|*Slll(fz)x6‘ < 1 < 1
6! 6!-26 — 3000
Oznacza to w szczegélnosci, ze dla x € (0, 3] zachodzi (nier6wnosé tréjkata):

[sin(z) + cos(z) — (1+2— % ﬁ+ﬂ+3| 2t
Sin(x COS\T rX— —- — — —_— —_—
2! 3! 5170 = 3000 1000

Podstawiajgc w powyzsze x = % dostaniemy po przeksztalceniu nasze szu-
kane (jedne z wielu mozliwych) p i q. Zachodzi:

p_y o111 13 7 1L 5760560411
g 2 20122 3123 T 4124 " 5125 T 2 48 ' 3840 3840

5211 _ 1737 . s
To ostatnie upraszcza sig do 5575 = 1355- Skad mozna przyjaé:

(p.q) = (1737,1280)



Zadanie 3. Dla jakich o € R cigg funkcyjny

nozxn
fo(@) = W
Jest zbiezny (a) punktowo, (b) jednostajnie na zbiorze [0, 00)
Rozwigzanie: Zauwazmy, ze
1 1

0(1_
(x—f—l)zn( x+1

folz) = )"

Skad dla & : [0,00) — R danej wzorem h(z) = %H oraz g, : [0,00) — R (dla
n € N) danych wzorem g,,(y) = y?n®(1 — y)" dostajemy f,, = g, o h. Oczy-
wiscie réwnowazno$¢é punktowej zbieznosci ciggu (f,,) na zbiorze [0, 0o) jest
réwnowazna punktowej zbieznosci ciggu (g,) na zbiorze h[[0,00)] = (0, 1].
Co wiecej, jesli przez f, g oznaczymy odpowiednio punktowe granice ciggéw
(fn), (gn) (dla tych « co istnieja), to z racji, ze:

sup |[fn(2) = f(2)| = sup |gn(h(z)) — g(h(z))] = sup |ga(y) —g(y)|
z€[0,00) z€[0,00) y€(0,1]
otrzymujemy réwniez réwnowazno$¢ zbieznosci jednostajnej (f,,) na [0, c0)
oraz (g,) na (0,1]. W zwigzku z tym, bedziemy badaé¢ odpowiednie zbiezno-
Sci dla ciggu (g,,) na zbiorze (0, 1].

a) Ustalmy dowolny = € (0, 1]. Wéwczas mamy zbadaé zbiezno$¢ ciggu licz-
bowego (g, (7))nen. Oczywiscie (22),cn jest ciggiem stalym przy ustalonym
x. Natomiast ciag (n*(1 — z)")peny Wraz z n — oo zbiega do 0 dla dowolnej
a € R. Widzimy wiec, ze ciag (g, (x))nen zbiega punktowo dla kazdego o € R
na calym (0, 1]. Mamy wéwczas g, (z) — 0.

b) Nalezy zbadac¢ zachowanie sie sup |g,(z)|. Liczymy pochodng funkgcji g,
z€(0,1]
dostajac g/, (v) = n®(2x(1—z)"—nz?(1—2)" 1) = n®@(1—2)" "1 (2(1-2)—nz) Z
racji, ze g, (1) = 0 dla kazdego n, oraz lim,_,o+ g,(z) = 0, a wartosci funkcji
gn na przedziale (0, 1] sg nieujemne, to supremum |g,| nalezy szukaé¢ we-
wnatrz (bedzie wiec przyjmowane, gdyz g, przedtuza sie do funkcji cigglej
na odcinku [0, 1]). Przyréwnujgc pochodng do 0, dostajemy punkt z = %in
Jest to jedyne miejsce zerowania sie pochodnej na zbiorze (0, 1) oraz jedyne

(na zbiorze (0, 1)) ekstremum lokalne (maximum). Podstawiajgc do funkcji

i n? a— n
gn punkt z, dostajemy: st(lp]|gn(m) — 0| = gu(2) = (2ﬁ-n)2 2(1 — 2—}-%)
xz€(0,1
Wyrazy (53 )%, (1 — 53,)" zbiegaja do skoniczonych granic (niezerowych !),

zatem, zeby ciag (g, (2))nen zbiegat do 0, potrzeba i wystarcza, aby (n®~2),.en
zbiegal do 0, czyli aby a < 2.

Konkluzja: Ciag (f,) zbiega punktowo na zbiorze [0, ) dla dowolnego o €
R. Zbieznosé jest tam jednostajna wtedy i tylko wtedy, gdy o < 1.



Zadanie 4. Dla jakich x > —1 funkcja

oo

f) = (1" —— (1 + 1)

n=2
Jest a) okreslona, b) ciggla, ¢) rézniczkowalna

Rozwigzanie:

a) Jesli x > —1 jest ustalony, to zauwazmy, ze cigg sum cze$ciowych szeregu
S 5(=1)"In(1 + x)| jest ograniczony, natomiast cigg liczbowy (ﬁ)"@\; N
jest monotonicznie (maleje) zbiezny do 0, czyli na mocy kryterium Dirichleta
mamy zbieznosé szeregu f(z), skad okreslono$é dla kazdego = > —1.

b) Pokazemy niemal jednostajng zbiezno$é na (—1, co) tym samym dowodzgc
cigglosci f na tym zbiorze. Niech wiec —1 < a < b < oo bedg dowolne. Po-
kazemy jednostajng zbiezno$é na [a,b]. Niech g, (z) = n}rw. Wéwezas dla
kazdego = € [a,b] oraz n € Ny mamy ¢,+1(x) < g,(x). Co wiecej, ciag g,
zbiega jednostajnie do 0 na zbiorze [a, b] (Istotnie |g, (x)| < nJlra — 0). Niech
teraz h,(z) = (—1)"|In(1 + z)|. Wystarczyloby pokazaé, ze sumy czesciowe
>0 o hn(x) sg wspélnie ograniczone (czyli przez stalg niezalezng od x € [a, b]
ani N € N). Oczywiscie zachodzi szacowanie | 22;2 ho(2)] < |In(l 4+ z)] <
max{|In(1 + a)|,|In(1 +b)|}. Czyli znéw, na mocy kryterium Dirichleta, tym
razem w wersji zbiezno$ci jednostajnej, otrzymujemy jednostajng zbieznosé
ciggu sum czesciowych f na [a, b], ktéra z uwagi na cigglos$é funkgji f,,, ozna-
cza cigglo$é funkcji f na zbiorze [a, b]. Skoro cigglos$c jest wlasnoscig lokalna,
z dowolnosci —1 < a < b < oo oznacza to cigglosé f na zbiorze (—1, co0) (Istot-
nie, biorgc dowolny z > —1 znajdziemy takie —1 < a < z < b < oo, ktére
zaswiadczg o cigglosci f na [a, b], czyli réwniez o ciggto$ci w naszym dowolnie
wybranym punkcie z > —1).

¢) Zaczniemy od pokazania, ze f nie jest r6zniczkowalna w x = 0. Istotnie pa-

h)— 0o n In h o8] n
trzac na LU0 = 570 (Cpyn Lo In(1 4 )| = DO See ()L

n=2
widzimy (uzasadnienie cigglosci szeregu )" ,(—1)" 17 dla h € [-3, 5] jest
wnioskiem z kryterium Dirichleta (por. (b)), ze pochodna lewostronna f w
zerze wynosi —1 - fozg (771) -, natomiast pochodna prawostronna f w zerze

(_l)n,

wynosi1-> 7, (wejscie z granicg pod szereg dzieki cigglosci). Z racji,

ze Y o, (_i)n = 1 — In(2), czyli co§ niezerowego, otrzymujemy brak réz-

niczkowalnosci (pochodna lewostronna i prawostronna réznig sie znakiem).
Pokazemy teraz, ze dla x € (—1,0) oraz x € (0,00) funkcja f jest rézniczko-
walna. WeZmy najpierw dowolny = > 0 oraz takie a,b,ze 0 < a <z < b <
oo. Rézniczkujac funkcje f,,(x) = (—1)”"_1m In(1 + x) otrzymujemy f/(x) =
a Jr(;)l(zllm) - (71();1:;()?:”). Kolejny raz, na mocy kryterium Dirichleta jedno-

stajnej zbieznosci, zaré6wno y ., % jakid >, % sg jedno-
stajnie zbiezne na [a, b] (poniewaz ciagi ( ﬁ)" (ﬁ)n sg monotonicznie
o (L)

jednostajnie zbiezne do 0, natomiast sumy czgSciowe szeregéw >~ , o
oraz > o ,(—1)"In(1 + x) sg ograniczone na [a,b]. Oznacza to jednostajng

n=2

4



zbieznos¢ Y -, f1(z) na[a, b]. Co wigcej na mocy a) mamy zbieznosé szeregu
Yoo 5 fn(x) nawet w dowolnym punkcie, wigc na mocy twierdzenia o réznicz-
kowaniu szeregéw funkcyjnych, dostajemy rézniczkowalnosé f na (a,b), wiec
w szczegblnosci w naszym wybranym x > 0. Z dowolno$éi x > 0 mamy réz-
niczkowalno$é na (0,00). Przypadek = € (—1,0) jest zupelnie analogiczny,
wybieramy —1 < a < x < b < 01 w ten sam sposéb pokazujemy z kryt. Diri-
chleta jednostajng zbieznosé Y -, f/(x) na [a, b] ( pochodna rézni sie tutal
tylko znakiem ) wnioskujgc p6zniej (znéw z pomocg podpunktu a) i tw. o réz-
niczkowaniu), ze mamy rézniczkowalnosé f ré6wniez w dowolnym z € (—1,0).
Oznacza to rézniczkowalnosé f na zbiorze (—1,0) U (0, c0)

Zadanie 5. Znalezé granice

0 il
lim -1)"
;( ) n+x

r—1—

Rozwigzanie: Niech f : [0,1] — R bedzie zdefiniowana wzorem

:C’VL

— _1 n
&) =30
Zauwazmy, ze na mocy kryterium Dirichleta, dla « € [0, 1] funkcja [ jest
dobrze okreslona. Istotnie: sumy czesciowe szeregu y . (—1)"z" sg ogra-
niczone na [0, 1] (jest to szereg geometryczny, ktéry umiemy wysumowac:

IS (—2)"| = |(—x) 1*};;” | < 2). Co wiecej, ciag funkeyjny (A, )nen, gdzie
hyn = [0,1] — R sg dane wzorem h,(z) = =, jak juz wiemy, zbiega za-
réwno punktowo jak i jednostajnie do 0 na calej swojej dziedzinie. Skoro dla
z € [0,1] oraz n € N mamy h,41(z) < h,(z), to na mocy kryt. Dirichleta
(odpowiednio w wersji punktowej i jednostajnej) mamy zaréwno okreslonosé
jak ciggltoséé funkeji f (tutaj réwniez wazna cigglosé kazdej funkcji = — (;L_fln
na przedziale [0, 1] dla dowolnego n € N). Oznacza to, ze uzasadnione jest

przejscie z granicg:

0o X 1\yn+l
i f(@) = f0) = 31— = =
n=1 n=2

Widzimy podobienistwo do rozwiniecia logarytmu naturalnego, brakuje tylko
pierwszego wyrazu. Dodajmy zatem i odejmijmy 1, dostajac:

lim f(x):iﬂ—lzln@)—l



